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多宗量导热反问题求解的神经网络法
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摘要: 将神经网络用于求解多宗量导热反问题, 建立了相应的数学模型, 并给出了具体的网络设计方法。数

值模拟结果表明, 此法是可行的、有效的, 并具有较高的精度和较强的通用性, 可推广用于其它反问题的求解。
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Abstract: Neural network w as applied to solving mult i-variable inverse heat conduction

problem , and a valid numerical model was presented. The processing method of the input t ing data

and output ting data and the determining method of the number of inner layers were discussed. By

the numerical simulat ion, the change of the t raining error and the testing error accompanying the

variation of the number of inner layers is developed. The results indicate that the method is prac-

ticable and has high precision. In addition, in order to create a neural network w hich has high lev-

el of generalizat ion, test sets for t rial and error must be used to monitor the t raining process. The

ex tension of the method in this paper to other inverse heat conduction problem is straight for-

ward.

Key words: aerospace propulsion sy stem; mult i-variables; inv erse heat conduction problem;

BP neural netw ork; test sets

　　导热反问题( Inverse Heat Conduct ion Prob-

lem, IHCP)是指通过研究对象内部或边界一个

点或多个点的温度值或其随时间的变化来反算边

界条件、初始条件、热物性参数、内热源强度或物

体的几何条件等未知项。导热反问题广泛存在于

航空航天、冶金、机械、核反应堆、地热能勘探、生

物传热等工程领域,它的研究在工程实践中有着

重要作用[ 1]。

从数学上讲, 导热反问题是一种不适定问题,

不像适定问题那样在解的存在性、唯一性、稳定性

方面有较好的性质,因此,求解反问题要比正问题

困难的多。目前, 对多维问题研究较少,解决方法



也不完善,目前的工作多侧重于单宗量的反演, 但

在工程实际中对热流、温度、换热系数等多宗量的

综合反演又是比较常见的 [ 2]。已有的反问题求解

方法主要有:明确函数法、有限差分法、正则化方

法、共轭梯度法 [ 3, 4]等,这些方法主要针对特定的

导热反问题, 适用范围较窄,收敛性也难于得到保

证,对工程应用不利。

本文将人工神经网络( Art if icial neural Net-

work, ANN)用于导热反问题的研究,建立了求解

多宗量导热反问题的数学模型。数值模拟结果表

明,方法可行,并具有相当的通用性。

1　BP 网络概述

　　近年来, 人工神经网络理论得到了飞速发展,

已在各个工程领域得到广泛的应用 [ 5]。人工神经

网络是模仿生物神经网络的人工智能系统, 用处

理单元间的可变权连接模拟生物神经元间的突触

行为, 各处理单元之间以一定的形式连接成具有

特定拓扑结构的网络,主要特点是:分布存储、并

行处理,并具有很好的容错性、自组织性和自学习

性[ 5]。

本文采用BP 网络进行求解。BP 网络主要用

于函数逼近、模式识别、分类、数据压缩等领域。

BP 网络的隐层传递函数常采用 Sigmoid型函数,

输出层采用 Sigmoid型函数或纯线性函数。

BP 网络的学习算法为 BP 算法, 是由 Rumel-

hart、Hinton 和Williams 于 1986 年提出的, 是一

种有监督学习算法 [ 5] , 主要由两部分组成: 信息的

正向传播和误差的反向传播。在正向传播过程中,

输入信息从输入经隐层逐层计算传向输出层, 每

一层神经元的输出作用于下一层神经元的输入,

如果在输出层没有的得到期望的输出,则计算输

出层的误差变化值,然后转向反向传播,通过网络

将误差信号沿原来的连接通路反传回来,以修改

各层神经元的权值和域值, 如此循环直到达到期

望目标。

2　BP 网络应用于导热反问题

　　　的理论基础及方法

2. 1　理论基础

　　我们之所以将神经网络用于求解导热反问

题,是以下定理为基础的:

定理
[ 6]
: 令 � ( * )为有界非常量的单调增连

续函数, I p 代表 p 维超立方体[ 0, 1]
p
, C( I p )表示

定义在 I p 上的连续函数构成的集合,则给定任意

函数 f ( * )∈C( I p )和 �> 0,存在正整数 M 和一

组实常数  i , !i 和 ∀ij , 其中 i= 1,⋯, M ; j = 1,⋯,

p ,使得网络输出

F( x 1 ,⋯, x p ) = �
M

i= 1

 i� �
p

j= 1

∀ij x j - !i

可逼近任意 f ( * ) , 即:

�F( x 1 ,⋯, x p ) - f ( x 1, ⋯, x p ) � < �

　　上述结果说明,只含有一个隐层的前馈网络

是一个通用的函数逼近器
[ 7]
,所以,我们可以用单

隐层网络来逼近任意函数。由此可以得出结论: 可

以用神经网络来学习导热反问题所描述的函数关

系。

2. 2　BP 网络求解导热反问题的方法

　　由于导热反问题是相对于正问题而言的, 而

在实际应用中建立正问题的模型是比较容易的。

同时正问题的求解方法也比较成熟, 因此我们可

以利用求解导热正问题的方法来产生 BP 网络的

训练样本,即对研究对象先施加不同的边界条件,

通过正问题求解, 得到各个边界条件下的温度场。

然后以这些温度场的观测点为 BP 网络的输入,

边界条件为目标输出来训练 BP 网络,训练好后,

就可以把研究对象观测点的温度值输入到网络,

输出即为边界条件。当然在工程实际中,训练样本

亦可以通过实测得到。

3　工程算例

　　为了验证上述算法的可行性、有效性,本文选

择了一个较为复杂的算例和一个相应正问题具有

解析解的算例,第一个算例同时求解第一类、第二

类、第三类边界条件, 第二个算例同时求解第一

类、第三类边界条件。本文所选算例是设计型反问

题 [ 8] , 即求解能达到已知温度场所施加的边界条

件,这类反问题在工程中有着广泛的应用,比如在

冷冻储藏和冶金铸造中, 为了达到预期的凝固或

溶解温度,就需要求解所需施加的边界条件。

3. 1　算例一

3. 1. 1　数学描述

　　设有一 L 型截面的物体,如图 1所示, 导热

系数 #为 35. 5 W/ ( m·K ) , 其内有均匀内热源

��, 大小为 1 800 W/ m 3, 已知其第一、四边界为第

二类边界条件, 待求量为 q1 , q2, 第二、三边界为第

一类边界条件, 待求量为 T 0 ,第五边界为绝热边

界,第六边界为第三类边界条件, 待求量为 h0, 流
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体的温度 T f 为 20℃。现由于某种工程需要,要求

L 型截面物体内的温度场达到某预定值, 求解应

该在第一、二、三、四、六边界施加怎样的边界条件

值,才能达到此要求。

图 1　物理模型

F ig . 1　Physical model

控制方程如下:

#�
2
T

� x
2 + #�

2
T

� y
2 + ��= 0 ( 1)

#� T
� y ( x, y)

= q1　　( x , y ) ∈ B1 ( 2)

T ( x , y ) = T 0　　( x , y ) ∈B 2 ( 3)

T ( x , y ) = T 0　　( x , y ) ∈B 3 ( 4)

#� T
� x ( x, y)

= q2　　( x , y ) ∈ B4 ( 5)

#� T
� y ( x , y)

= 0　　( x , y ) ∈ B 5 ( 6)

#� T
� x ( x, y )

= h0 ( T w - T f )

( x , y) ∈ B 6 ( 7)

T ( x i, y i) = T i　　( x i, y i) ∈ ∃ ( 8)

其中 q1 , q2, T 0, h0为待求量,因为在工程中各个待

求量的范围一般能够根据实际条件确定,因此在

这里我们假定 q1∈[ 20, 50] , q2∈[ 30, 60] , T 0∈

[ 50, 80] , h0∈[ 40, 70] , 式( 8)是反问题的补充条

件,即观测点的温度值。

3. 1. 2　BP 网络的设计

3. 1. 2. 1　输入和输出的确定及数据处理

　　本例的输入即为观测点的温度值,输入层的

神经元个数等于观测点的数目, 经实验确定,在本

例所给的边界条件范围内, 如果有 8 个神经元即

可完成对此反问题的求解; 输出层的神经元个数

很容易确定, 即为反演的未知量个数, 本例为 4

个。

为了使各个输入变量一开始便处于同等重要

的地位,同时,为了消除各输出值对输出误差的影

响差异,需要对样本的输出和输入进行归一化处

理 [ 9]。

3. 1. 2. 2　各层传递函数和隐层单元数的确定

　　在本例中,隐层传递函数采用 tansig 函数(正

切 sigmoid 函数) ,输出层采用纯线性函数。

对 BP 网络而言, 隐层神经元数量的确定是

成败的关键,若隐层神经元数量太少,则网络所能

获取的用以解决问题的信息太少,若数量太多, 不

仅增加训练时间,而且还会出现“过渡吻合( over-

fitt ing)”问题
[ 8]
, 从而导致网络的推广能力急剧下

降,推广能力低下的网络在实际中是没什么应用

价值的。鉴于以上因素,我们采取了以下方法: 首

先把样本集分为训练集和测试集, 然后用训练集

对具有不同隐节点数的网络进行训练,在训练的

同时不断的用测试集对网络进行测试,当发现测

试误差开始增加时(即此时网络的推广能力开始

下降) , 便停止训练。同时程序返回具有最小测试

误差时的网络, 最后从得到的一系列网络中选取

测试误差最小的网络, 此网络即为具有最佳隐层

结点数的网络,同时,也具有最好的推广能力。

3. 1. 2. 3　对 BP 算法的改进

　　由于传统的 BP 算法的训练速度较慢, 而且

易陷入局部最小, 因此,我们采用了一种基于数值

优化方法的 BP 算法, 即 Levenberfg-Marguardt

法 [ 10] ,此法的权值和域值调整公式为:

X
( k+ 1)

= X
( k)

+ S( X
( k)
)

S( X ( k) ) = - ( H ( k) + #( k) I ) f ( X (k) )

其中: X
(k)为第 k 时层的权值或域值; H

( k)为第 k

时层的海森矩阵; f ( X
( k)
)为目标函数; I 为单位矩

阵(和 H
( k)
同维) ; #( k)为一正数,程序开始运行时

取很大值,并逐渐减少至零。

此方法的优点是收敛速度极快,而且稳定性

也比较好。

3. 1. 3　仿真步骤

　　( 1) 对不同的边界条件组合,求解导热正问

题,得到训练样本集,并把样本集分为训练集和测

试集;

( 2) 先把网络的隐单元数设为 2, 利用( 1)中
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的数据进行训练, 并记录其训练误差和测试误差,

然后逐步增加隐节点数,对各个网络进行训练, 记

录各网络的训练误差和测试误差, 最后观察训练

误差和测试误差随隐单元数的变化情况;

( 3) 从( 2)中所得到的数据中选出最好的网

络,并用 20组不在训练集和测试集之内的样本进

行测试,分析其结果。

3. 1. 4　仿真结果

　　表 1是网络的训练误差和测试误差随隐节点

数的变化情况,从中可以看出,增加隐节点数可以

减少训练误差, 但测试误差随隐节点数的增多先

减小后增加, 这说明网络的推广能力随隐节点数

的增加先增强后减弱, 主要原因是在增加隐节点

数目的同时出现了过度吻合现象。因此,在训练网

络时,不能刻意的减小训练误差,这样做会损害网

络的推广能力, 这一点应在网络设计时应引起高

度重视。

表 1　误差随隐节点数的变化情况

Table 1　Variety of error with the number

of hidden units

隐单元个数 最大训练误差 最大测试误差

2

3

4

5

6

7

8

12

2. 956 6

1. 765 9

0. 137 9

0. 081 3

0. 022 5

0. 021 1

0. 020 3

0. 019 7

3. 157 6

2. 054 1

0. 317 5

0. 113 8

0. 025 2

0. 031 9

0. 052 7

1. 548 6

从表 1中我们选出了测试误差最小的网络,

即隐节点数为 6的网络,并用 20组样本进行了测

试,图 2是此网络的训练曲线,可见训练误差和测

试误差的曲线形状是相似的, 当训练到第 335步

时达到了目标误差,此时,测试误差略高于训练误

差。图 3是对 20组样本的仿真结果,共有 4条曲

线,每条曲线代表一个所求量,最大绝对误差为

0. 025, 其中温度T 0几乎达到了零误差,可见结果

是比较精确的。

3. 2　算例二

　　由于篇幅所限,本文对此算例只作简略概述。

此问题可简要描述为: 为使一矩形区域内达到某

预定温度场, 求其右边界和下边界应施加怎样的

边界条件(右边界为第三类边界条件,所求量为换

热系数, 下边界为第一类边界条件,所求量为温

度,其它两个边界绝热)。此算例所对应的正问题

具有解析解 [ 11] , 所以可以得到很准确的训练样

本。求解方法和第一个算例相同,我们在这里只给

出求解结果的最大绝对误差: 0. 002 1(换热系

数) , 0. 007 9(温度) , 可见结果是相当准确的。

图 2　训练曲线

F ig . 2　T raining curv e

图 3　测试误差图

F ig . 3　T esting er ror

从理论上来说, 具有单隐层的 BP 网络可以

逼近任何函数,因此,只要所求的反问题能够得到

足够多的训练样本,就可以用 BP 网络来求解。

应当指出,导热反问题有时会存在不唯一的

解,但在工程应用中,常常只需要满足条件的一个

解即可。因此,解的不唯一性并不影响本算法的工

程应用。另外,由于BP 网络是通过训练样本来学

习反问题所蕴涵的函数关系的,因此要求训练样

本要能真实反映相应的函数关系, 不应存在过大

的误差。
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4　结　论

　　通过数值模拟可以看出,本文所提出的多宗

量导热反问题的反演模型是可行的、有效的,并具

有较高的精度;本方法具有较强的通用性, 只要所

求问题有足够的样本即可。另外,在网络的训练过

程中,一定要用测试集随时进行监测,以期得到具

有较高推广能力的网络, 只有这样的网络才具有

实用意义。
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